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функции ∆p(z) по базису из модифицированных функций Лагерра, что оказалось доста-
точным для получения приближенного решения с точностью, достаточной для проведения
практических расчетов. В то же время затраты машинного времени на расчет распределений
ННЗ по глубине с использованием модифицированного МНК были порядка единиц секунд,
а метода Галеркина — на один-полтора порядка больше — это позволяет говорить, что для
рассмотренной задачи наибольшей вычислительной эффективностью обладает модифици-
рованный МНК.
Исследования проведены при частичной финансовой поддержке Министерства образо-
вания и науки РФ (базовая часть государственного задания № 340/2015, проект № 1416),
Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 13-03-00903), а также РФФИ
и правительства Калужской области (проект № 14-42-03062).
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Для заданного натурального числа k рассмотрим произвольный фиксированный набор
{λp}kp=0 различных комплексных и произвольный набор {np}kp=0 целых неотрицательных
чисел.
Аппроксимациями Эрмита — Паде I типа (Latin type) системы экспонент {eλpz}kp=0
называют многочлены Apnp(z), degA
p
np 6 np − 1, p = 0, 1, . . . , k, хотя бы один из которых
тождественно не равен нулю, удовлетворяющие условию
k∑
p=0
Apnpe
λpz = O(zn0+n1+. . .+nk−1), z → 0.
Если n0 = n1 = . . . = nk = n, то элементы множества {Apn(z)}kp=0 называют диагональными
аппроксимациями Эрмита — Паде I типа системы экспонент {eλpz}kp=0.
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Многочлены {Apnp(z)}kp=0 были введены Эрмитом спустя 10 лет после выхода в свет его
знаменитой работы, посвященной доказательству трансцендентности числа e и имеют важ-
ные приложения к диофантовым приближениям и приближениям аналитических функций.
Известно, что они образуют ортогональную ситему относительно весовых функций, опре-
деляемых через систему экспонент, и, в некоторых частных случаях, являются решением
дифференциальных уравнений второго порядка.
Мы хотим локализовать область, в которой находятся нули многочлена Apnp(z), в зави-
симости от выбора чисел {λp}kp=0 и {np}kp=0. В отдельных частных случаях такая задача
хорошо известна (см. [1, 2]).
Сформулируем основной результат.
Теорема. Пусть {λp}kp=0 — произвольные различные комплексные числа. Тогда при
np > 2, p = 0, 1, . . . , k, k > 1 нули многочлена Apnp(z), 0 6 p 6 k, находятся в круге
{z : |z| < Rpnp}, где
Rpnp =
k∑
j=0
j 6=p
np + nj − 2/3
|λp − λj | . (1)
При λp = p, p = 0, 1, . . . , k и k = 1 многочлены Эрмита совпадают с классическими
многочленами Паде qn−1(z), pn−1(z). Из теоремы следует, что все нули многочленов Паде
qn−1(z), pn−1(z) лежат в круге {z : |z| < 2(n−1/3)}, что согласуется с «теоремой о кольце»
Э.Саффа и Р.Варги (см. [1]).
Если λp = p, p = 0, 1, . . . , k, и k > 2, то в качестве следствия теоремы вытекает теорема
2.2 из работы [3]: все нули диагональной аппроксимации Эрмита –Паде I типа Apn(z) для
системы экспонент {epz}kp=0, лежат в круге {z : |z| < Rp}, где
Rp = 2
(
n− 1
3
)[ p∑
j=1
1
j
+
k−p∑
j=1
1
j
]
.
При тех же предположениях, что и в теореме Ф.Вилонского [3], но для произвольных
действительных {λp}kp=0 из (1) следует утверждение, доказанное в [4]: все нули многочлена
Apn(z), лежат в круге {z : |z| < Rpn}, где
Rpn = 2
(
n− 1
3
)[ p∑
j=1
1
|λp − λj | +
k−p∑
j=1
1
|λp+j − λp|
]
.
Теорема утверждает, что нули многочленов Apnp(z) лежат в круге с центром в нуле, ра-
диус которого Rpnp зависит как от степени многочлена, так и от взаимного расположения
показателей системы экспонент {eλp}kp=0. В связи с этим представляет интерес вопрос о
точности полученной в теореме верхней оценки для модулей нулей Apnp(z) в случае, когда
набор чисел {np}kp=0 фиксирован, а расстояние между соседними членами последователь-
ности {λp}kp=0 является сколь угодно малой величиной.
Рассмотрим систему экспонент {eλpz}3p=0, где λ0 = 0, λ1 = 1− ε, λ2 = 1, λ3 = 1 + ε,
а 0 < ε < 1. Для этой системы полученные в теореме неравенства для модулей нулей
соответствующих многочленов Эрмита при 2 6 np 6 4 являются точными в смысле порядка
при ε→ 0 (ε→ 1).
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Республики
Беларусь в рамках Государственной программы научных исследований на 2011–2015 гг.
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Задача о сильной стадии точечного взрыва в случае совершенного газа с постоянным
показателем адиабаты имеет автомодельное решение [1–3], так как в начальной фазе взрыва
давление невозмущенного газа пренебрежимо мало по сравнению с давлением на фронте
ударной волны.
Уравнения, описывающие автомодельные решения, вытекают из уравнений газовой ди-
намики. В результате применения преобразования подобия и с учетом условий Ренкина —
Гюгонио в [3] получена и приводится следующая система обыкновенных дифференциальных
уравнений: (
U − γ + 1
2
λ
)
RU ′ +
γ − 1
2
P ′ − ν(γ + 1)
4
UR = 0, (1)
(
U − γ + 1
2
λ
)
R′ +
(
U ′ +
ν − 1
λ
U
)
R = 0, (2)
(
U − γ + 1
2
λ
)
P ′ + γ
(
U ′ +
ν − 1
λ
U
)
P − γ + 1
2
νP = 0, (3)
где ν = 1, 2, 3 для всех случаев пространственной симметрии; безразмерные величины ско-
рости, давления и плотности: U = u/u2, P = p/p2, R = ρ/ρ2; u, p, ρ — компонента
вектора скорости, давление и плотность; u2, p2, ρ2 — эти же величины на фронте ударной
волны.
Разрешая систему (1)–(3) относительно производных, получаем систему
U ′ =
τνP − γαUP/λ− ντωUR(U − τλ)
γP − 2ωR(U − τλ)2 , (4)
R′ = −(U
′ + αU/λ)R
U − τλ , (5)
P ′ =
τνP − γ(U ′ + αU/λ)P
U − τλ , (6)
где α = (γ − 1), τ = (γ + 1)/2, ω = (γ − 1)−1.
